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In [3] hat M. Aschbacher die kl-Gruppen definiert. Er versteht darunter 
Gruppen, in denen der Durchschnitt zweier verschiedener 2-Sylowgruppen 
stets einen 2-Rang kleiner oder gleich k hat. Weiter gibt es einen Durch- 
schnitt, der den 2-Rang k hat. Weiter fordert er, daB der 2-Rang einer 
kI-Gruppe echt gr6Ber als k sei. Diese letzte Bedingung will ich weglassen. 
Ich definiere somit: 
DEFINITION. Eine endliche Gruppe G heiDt eine 2I-gruppe, falls der 
Durchschnitt zweier verschiedener 2-Sylowgruppen von G stets einen 
2-Rang kleiner oder gleich zwei hat und falls es einen Durchschnitt gibt, der 
den 2-Rang zwei hat. 
Fiir diese Gruppen will ich den folgenden Satz beweisen: 
SATZ. Sei G eine W-Gruppe, dann gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) G ist au@sbar. Die Ordnung won G/O,,,,(G) teilt 400, 120, 36 oder 
ist ungerade. 
(b) Gr = O’(G)/O(G) * t zs zu einer der folgenden Guuppen isomorph. 
(i) L,(p), q ungerade und f 3, 5 (8). 
(ii) L2(d, U2(d, q wuade. 
(iii) G;(q), q = 32n+r; A, , MI, . 
(iv) 4 x 4, U,(4) x W4h 4 x U4). 
(v) L,(q) -c Gl < PI’L(2, q), q tqemde. 
(4 U4) -=c G < AWW)). 
(vii) Eine zerfallende Erweiterung einer auflijsbaren Gruppe mit 
S&l), L,(q), wl), Q = 2”. 
(viii) Eine zerfallende Erweiterung einer au@sbaren Gruppe mit 
A , L,k), q = 3, 5 (8). 
(ix) Eine nicht xerfallende Erweiterung einer au@sbaren Gruppe mit 
A,, C, , ,r+a (8). 
111 
Copyright 0 1975 by Academic Press, Inc. 
AU tizhtn of reoroduction in any fom ~~wvxm4 
112 G. STROTH 
(x) Eine nicht xerfallende Erweiterung einer au@sbaren Gruppe mit 
&a Untqwqpe van PWq), AWW, q)), AWL(q)), Aut(u,(q)), q 
ungerade. 
(xi) Eine nicht xerfallende Erweiterung einer au@baren Gruppe mit 
einer Untergruppe von Aut(L,(q,) x L,(q,)), ql , q2 = 3, 5 (8). 
1. BEWEIS VON TEIL (a) DES SATZES 
In diesem Paragraphen sei G eine auf&bare Gruppe. Weiter habe G 
keinen Normalteiler von ungerader Ordnung. 
LEMMA 1. Die Ordnung von G/O,(G) teilt 400, 120, 36 oder ist ungerade. 
Beweis. 1st G nicht 2-abgeschlossen, so ist O,(G) im Durchschnitt zweier 
verschiedener 2-Sylowgruppen enthalten. Also ist der 2-Rang von O,(G) 
kleiner oder gleich zwei. 
Habe O,(G) den 2-Rang eins. Dann ist O,(G) eine Quaternionengruppe 
oder zyklisch. Also teilt die Ordnung von G/O,(G) sechs. 
Wir konnen also annehmen, darj O,(G) den 2-Rang zwei hat. Anwendung 
von [lo] liefert, daB SZ,(O,(G)) zu V, , D2n, 2, Y D2n, Qsm Y D,n isomorph 
ist. 
Setze R = ((C(S;Z,(O,(G))) O,(G)) n O,,,(G))/O,(G). Sei % # 1. Da G 
auf&bar ist, ist C(O,(G)) in O,(G) enthalten. Also ist [fi, O,(G)] # 1. 
Setze A = [R, O,(G)]. Anwendung von [15; Lemma (5.28)] liefert, daR A 
eine Quaternionengruppe von der Ordnung acht oder speziell von der 
Ordnung 64 ist. Also teilt die Ordnung von B fiinf oder drei. 
Setze nun 2 = O,,,(G)/O,(G). Dann bewirkt B/R eine Automorphismen- 
gruppe auf G2,(02(G)). Also hat e/a die Ordnung 1, 3, 5. Damit hat 2 
die Ordnung 3, 5, 9, 15 oder 25. Hat 2 die Ordnung 3, 5, 15, so that G/O,(G) 
die Ordnung 6, 10,20, 30, 60 oder 120. Hat I! die Ordnung 9 oder 25, SO hat 
A die Ordnung 3 bzw. 5. Also teilt die Ordnung von G/O,(G) 36 bzw. 400. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
2. BEWEIS VON TEIL (b) DES SATZES 
LEMMA 2. Die Liste in Teil (b) des Satzes ist bexiiglich zentraler Produkte 
und Erweiterungen mit aufliisbaren Gruppen abgeschlossen. 
Beweis. Sei H ein minimales Gegenbeispiel. Wir betrachten zuerst 
Erweiterungen mit auflbsbaren Gruppen. Dann hat H eine Untergruppe A 
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vom Index 2. Somit ist A keine TI-Gruppe. Sei nun A eine 11-Gruppe. 
Vergleich mit der Liste in [3] liefert einen Widerspruch. Also ist A eine 
2I-Gruppe, die in der Liste von Teil (b) des Satzes vorkommt. 
Sei M der maximale auflbsbare Normalteiler von A. Sei zunkhst A/M 
nicht einfach. Dann ist A zu A, x A,, U,(4) x U,(4) oder U,(4) X A, 
isomorph. Sei t in H nicht in A. Da der Durchschnitt zweier 2Sylowgruppen 
von H hijchstens den 2-Rang zwei haben kann, mu13 t die beiden Kompon- 
nenten von A vertauschen. Die Gruppe A enthalt eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16. Diese wird von einer Gruppe von der 
Ordnung 9 normalisiert. Man kann nun t so w&hlen, dal3 t die elementar 
abelsche Gruppe und die Gruppe von der Ordnung 9 normalisiert. Weiter 
zentralisiert t die Gruppe von der Ordnung 9 nicht. Dann gibt es aber 
einen Durchschnitt zweier 2Sylowgruppen, der eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 enthalt. Das ist ein Widerspruch. 
Wir kijnnen also annehmen, daR AIM einfach ist. Sei zunachst M = 1. 
Dar-m ist A zu L,(q), U,(q), q ungerade; G;(q), q = 32n+1; A, oder Ml, 
isomorph. Sei wieder t in H nicht in A. Wiihle t so, dal3 t eine 2-Sylowgruppe 
von A normalisiert. Sei A zu La(q) oder Us(q) isomorph. Dann normalisiert t 
eine Vierergruppe. Also gibt es eine elementar abelsche Untergruppe von H, 
die die Ordnung 8 hat. Weiter enth& der Normalisator dieser Untergruppe 
eine & . Das ist aber ein Widerspruch. 1st A zu Ml, isomorph, so erhalt 
man genauso einen Widerspruch. Sei nun A zu G,l(q) isomorph. Nach [12] 
werden die augeren Automorphismen von Gf(q) von Kiirperautomorphismen 
induziert. Also ist A nicht zu G,l(q) isomorph. Da G nicht zu x, isomorph 
sein kann, ist A nicht zu A, isomorph. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 M # 1 ist. Wir wollen zunachst annehmen, 
dal3 A iiber M zerfallt. 
Dann ist A/M eine TI-Gruppe oder zuL,(q), q = 3,5 (8) oder J1 isomorph. 
Sei zunachst A/M eine TI-Gruppe. Sei S eine 2-Sylowgruppe von A. Da 
H/M keine TI-Gruppe ist, ist N,,(S) nicht 2-abgeschlossen. Dann gibt es 
aber Durchschnitte von 2-Sylowgruppen, die einen 2-Rang griiger als zwei 
haben. Sei nun A/M zu L,(q), q = 3, 5 (8) oder Ji isomorph. Dann gibt es 
Durchschnitte in H/M, die in A/M liegen und den 2-Rang zwei haben. Da A 
tiber M zerfallt, gibt es in H Durchschnitte, die einen 2-Rang griil3er als 
zwei haben. 
Also ist A eine nicht zerfallende Erweiterung von M mit A/M. Dann ist 
A/M zu Sz(8) isomorph. Da Sz(8) keine 5uBeren Automorphismen von 
der Ordnung zwei hat, ist Z(H/M) # 1. Also ist H in der Liste des Satzes. 
Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun H das zentrale Produkt von Gruppen aus der Liste des Satzes. 
Dann besteht H aus genau zwei Komponenten. Diese wollen wir mit A, 
und A, bezeichnen. Wir kijnnen annehmen, dal3 r(A,) < r(A,) ist. Sei A, 
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oder A, auflosbar. Dann ist H/A.? in der Liste des Satzes. Sei zunachst die 
Erweiterung von M nicht zerfallend. Dann ist H/M zu L,(q), Us(p), p unge- 
rade; G,‘(g), q = 32n+1; A, x U,(4), U,(4) x U,(4), &&, , Jr, einer Unter- 
gruppe von Aut(Ua(4)) oder einer TI-Gruppe isomorph. 1st H/M nicht zu 
A, x U,(4) isomorph, so kijnnen wir nach Lemma 1 annehmen, da0 H/M 
trivial auf M operiert. Ein Resultat von Griess [8] in Verbindung mit [2; 
Theorem l] und [13; Theorem 4.11 liefert, dal3 all diese Gruppen keinen 
2-Anteil in der Ordnung des Schurmultiplikators haben. Somit zerfallt die 
Erweiterung von M. Also ist H/M zu der Gruppe A, x U,(4) isomorph. 
Dann wird M von U,(4) zentralisiert. Weiter ist die Erweiterung von M mit 
U,(4) zerfallend. Dann gibt es aber einen Durchschnitt zweiter 2-Sylow- 
gruppen von H, der eine 2-Sylowgruppe von MU,(4) enthglt. Diese hat aber 
mindestens den 2-Rang drei. 
Wir haben somit gezeigt, da8 H iiber M zerfallt. Also ist H/M eine TI- 
Gruppe oder eine ll-Gruppe. Anwendung von [3] liefert einen Widerspruch. 
Wir kijnnen jetzt annehmen, dal3 sowohl A, als such A, nicht au&bar ist. 
Dann ist aber A, oder A, keine 21-Gruppe. Damit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 3. 1st G eine 2I-Gruppe, die eine zentrale Erweiterung eirzer nicht 
trivialen abelschen Gruppe mit einer einfachen Gruppe ist, so ist G in der Liste 
von Teil (b) des Satxes. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Wir nehmen zuniichst an, 
dal3 die abelsche Gruppe zyklisch ist. Wir kiinnen annehmen, daD SCN,(2) 
nicht leer ist. Sei T eine 2Sylowgruppe von G, dann gibt es Involutionen, 
die in T, aber nicht in O,(G) liegen. Fur eine jede solche Involution i ist 
C,(i) eine 2-Sylowgruppe von C,(i). Bezeichne das Urbild von Z(T/O,(G)) 
mit U. Weiter sei nun i eine Involution, die in U, aber nicht in O,(G) liegt. 
Dann ist der schwache AbschluR von iO,(G) in T/O,(G) abelsch. Wir wollen 
diesen mit U, bezeichnen. 1st 77, stark abgeschlossen in T/O,(G) beziiglich 
G/O,(G), so erhalten wir mit [5] einen Widerspruch. Also gibt es einen 
Durchschnitt, der U, enthllt. Dann ist die Anzahl der Konjugierten von 
iO,(G) eine Primzahl. Also liegt jede zu i konjugierte Involution aus U in 
O,,,,(C,(i)). Dann liegt U, in 02,,a(C oI0,(o)(i02(G))). Mit [5; Corollary 21 
erhalt man nun einen Widerspruch. 
Sei jetzt die abelsche Gruppe vom Typ 2, x 2, . Sei weiter T eine 
2-Sylowgruppe von G. 1st Q,(T) in O,(G) enthalten, so liefert [6, Main 
Theorem, Corollary B] einen Widerspruch. Sei U das Urbild von Z( T/O,(G)). 
Wir nehmen zunlchst an, da13 Q,(U) in O,(G) enthalten sei. Indem wir 
G/Z, und G/Z,,, betrachten, sehen wir, dal3 es in U Elemente gibt, die nicht 
in O,(G) liegen, deren Quadrat aber in Z, bzw. in Z, liegt. Also hat 
Ql(U/02(G)) mindestens die Ordnung vier. Da SCNa(2) leer ist, liefert 
Anwendung von [ll], da13 Q,(U/O,(G)) hijchstens die Ordnung acht hat. 
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Sei i ein Element aus U, das nicht in O,(G) liegt, dessen Quadrat aber in 
O,(G) liegt. 1st C,(i) au&bar, so zeigen wir, da!3 S2,(U/O,(G)) stark abge- 
schlossen in T/O,(G) beziiglich C,,02(,l(iOz(G)) ist. Klar ist dies, falls 
CGIoa(,Ji02(G)) 2-abgeschlossen ist. Sei nun sZ,( U/O,(G)) nicht stark 
abgeschlossen, so hat sZ,(Z(O,(C c,o,~c~(iOz(G))))) die Ordnung acht oder 
sechzehn. Dann hat T eine Untergruppe vom Index zwei, deren s%mtliche 
Involutionen in O,(G) 1 ie g en. Also hat G eine Untergruppe vom Index zwei. 
Das ist ein Widerspruch. Sei nun C,(i) nicht auf&bar. Dann ist C,(i) nicht 
‘L-constrained. Sei i2 E 2, . Dann gibt es in CG,og(&i02(G)) einen Normal- 
teiler vom Index vier oder zwei, so daD alle unter G zu i Konjugierten 
Elemente, die in diesem Normalteiler liegen, im Zentrum dieses Normal- 
teilers module O,(G) liegen. Klar ist, daD dies richtig ist fur C,(i). Denn ist i 
zu einem Element j aus C,(i) konjugiert, so liegt j in Z(C,(i)jO,(G)), da es 
sonst Durchschnitte vom Rang drei gabe. Es bleibt also zu zeigen, da13 C,(z) 
ungleich CGI02(C)(i02(G)) ist. Wire das nicht der Fall, so lage i im Zentrum 
einer 2Sylowgruppe von G. Mit [4] folgt dann, da13 i in O,,,,(G) Iage. Sei 
O,(C,,oZ(c,(iO,(G))) nicht abelsch, so ist der einzige nicht au&bare Kompo- 
sitionsfaktor von C,(i) zu L,(q) oder A, isomorph. Dann gibt es in C,(i) 
keine Involutionen, die nicht in O,(G) liegen. Sei nun O,(C,,oz(,)(iO,(G))) 
abelsch. Dann konnen wir annehmen, da8 diese Gruppe sogar zyklisch ist, 
da wir sonst wie oben schliel3en konnen. Weiter ist der 2-Rang des einfachen 
Kompositionsfaktors von Cc(i) echt kleiner als vier. Angenommen es gabe 
in C,(z) Involutionen, die nicht in O,(G) liegen. Dann gibt es in dem ein- 
fachen Kompositionsfaktor Involutionen, deren Zentralisator 2-abgeschIossen 
ist. Gehen wir nun die Liste durch, so sehen wir, dal3 der einfache Kompo- 
sitionsfaktor eine TI-Gruppe sein mu& Dann wird aber eine Involution 
module O,(G) van CG~~~~WG)) zentralisiert. Das ist ein Widerspruch. 
Also haben wir in jedem Fall, daD es in C,(i) keine Involution gibt, die 
nicht in O,(G) liegt. Dann hat C,(;)O,(G)/O,(G) den Index vier in 
C~/o,w(iW3). N un sind zwei Involutionen aus T genau dann konjugiert, 
wenn sie in N(T) konjugiert sind. Da die Nebenklassen von C,(i) in 
G/ogwW4GN nicht konjugiert sind, gibt es nach [15; Lemma (5.3811 eine 
Untergruppe vom Index zwei. 
Wir haben somit gezeigt, da5 jede zu a,(U/O,(G)) unter G konjugierte 
Untergruppe von T die Gruppe &U/O,(G)) trivial anschneidet. Also 
hat sZ,( U/O,(G)) die Ordnung vier. Weiter ist dann das Urbild U, von 
G1(lJ/O,(G)) abelsch. Sei U, ein Konjugiertes von U, , das in T liegt. 
Dann ist CTIOatc)( U,/O,(G)) ein Durchschnitt zweier 2-Sylowgruppen. 
Wir wollen diesen nit Tl bezeichnen. Wir wahlen U, so, dal3 die 
Ordnung von Tl maximal ist. Dann ist Tl abelsch, da sonst die Kom- 
mutatorgruppe von Tr die Gruppe U,/O,(G) anschneidet und damit der 
Normalisator von TX in CG,0,(G~(U1/02(G)) liegt, was nicht geht. Also 
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ist Tr/Os(G) elementar abelsch von der Ordnung sechzehn. Weiter ist 
N(T,/Oa(G))/C(T,/Os(G)) eine Untergruppe von A,. Diese Gruppe ist 
au&bar und hat eine 2’-Hallgruppe von der Ordnung 5, 3 oder 9. Also hat 
sie die Ordnung 10, 20, 6, 18, 36 oder 72. Teilt 3 die Ordnung der Auto- 
morphismengruppe, so gibt es in T,/Os(G) drei Konjugiertenklassen, die die 
Lingen 3, 3 und 9 haben. Also hat die Automorphismengruppe die Ordnung 
6 oder 18. Weiter zentralisiert ein Element von der Ordnung zwei aus der 
Automorphismengruppe keinen Unterraum von der Dimension drei. Also 
hat eine 2Sylowgruppe von G die Ordnung 25. Da alle Involutionen von Ti 
in O,(G) liegen, hat G nach [15; Lemma (5.38)] eine Untergruppe vom Index 
zwei. Also hat die Automorphismengruppe die Ordnung 20, da wir bei der 
Ordnung 10 wie oben schlieDen kijnnten. Damit hat die 2-Sylowgruppe von 
G/O,(G) die Ordnung 64 und Z’,/O,(G) ist die einzige elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 in T/O,(G). Dann ist aber &/O,(G) der 
schwache AbschluD von U,/O,(G) in T/O,(G) beziiglich G/O,(G). Mit 
[5; Corollary 21 erhalt man einen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 es in Vi Involutionen gibt, die nicht in 
O,(G) liegen. Dann ist U, stark abgeschlossen i 2’ beziiglich G. Ein Resultat 
von Goldschmidt liefert dann den Widerspruch. 
LEMMA 4. Sei G eine nicht aufliisbare 21-Gruppe. Sei H ein maximales 
Element aus der Menge (U 1 U 4 G, U # G). Ist H eke nicht triviale TI- 
Gruppe, so ist G in de-r Liste van Teil (b) des Satzes. 
Beweis. Sei zunachst H auflosbar. Setze K = C,(H). Sei weiter G ein 
minimales Gegenbeispiel. 1st G # K < H, so ist K eine nicht au&bare 
TI-Gruppe oder lI-Gruppe. Vergleich der Listen aus [14] und [3] mit der 
Liste des Satzes liefert einen Widerspruch. Sei mm K gleich G. Dann erhtit 
man die Behauptung mit Lemma 3. Also ktinnen wir annehmen, dal3 Kin H 
enthalten ist. Nun betrachten wir die Gruppe K1 = C,(sZ,(O,(H))). 1st 
K1 nicht in H enthalten, so schlieDen wir wie oben und erhalten einen Wider- 
spruch. Also kiinnen wir annehmen, daB K1 in H liegt. Also bewirkt G/H 
eine Automorphismengruppe auf &(0,(H)). Weiter ist G nicht au&bar. 
Also liefert ein Ergebnis von Johnsen, daB Qi(O,(G)) zu Qs Y D, isomorph 
ist. Dann ist aber G/H zu A, isomorph. Damit ist G in der Liste von Teil (b) 
des Satzes. Dies ist ein Widerspruch. 
Also ist H nicht auf&bar. Setze wieder K = C,(H). Sei zuniichst K = 1. 
Dann ist 1 G : H 1 = 2. Damit ist G in der Liste. Also ist HK = G. 1st K 
auf&bar, so ist G keine 2I-Gruppe. Also ist K nicht aufl&bar. Dann ist G zu 
A, x A,, U,(4) x U3(4) oder A, x U,(4) isomorph. Also ist G in der 
Liste. 
LEMMA 5. Sei G eke nicht au@sbme 21-Gruppe. Sei H ein maximales 
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Element aw der Menge (U 1 U 4 G, U # G}. Ist H eine II-Gruppe, so ist G 
in der Liste son Teil (b) des Satxes. 
Beweis. Sei zuniichst H auf&bar. Setze K = C,(H). Sei weiter G ein 
minimales Gegenbeispiel. 1st G # K 4 H, so ist K eine TI-Gruppe oder 
eine ll-Gruppe. Vergleich der Listen aus [14] und [3] mit der Liste des 
Satzes liefert einen Widerspruch. Sei nun K = G. Dann ist H abelsch. Also ist 
H keine II-Gruppe. Somit ist Kin H enthalten. Setze Kl = C,(sZ,(O,(H))). 
Wie oben folgt, daD Kl in H liegt. Wie in Lemma 3 folgt, da8 G/K, zu A, 
isomorph ist. 
Also ist H nicht auf&bar. Sei M der maximale au&bare Normalteiler 
von H. 1st G/H auf&bar, so ist 1 G : H 1 = 2. Weiter bewirkt G/H eine 
Automorphismengruppe von der Ordnung zwei auf H/M. Die Liste aus [3] 
liefert nun einen Widerspruch. Also ist G/H nicht auf&bar. Dann ist 
G = MC,(M). Sei G # C,(M). D ann ist C,(M) keine 21-Gruppe. Sei M1 
der maximale au&bare Normalteiler von C,(M). Dann wird Ml von H 
normalisiert. Also ist Z(M) = Ml . Weiter ist Z(M) zyklisch. Die Liste aus [3] 
liefert nun, da13 G = C,(M) sein mu& Klar ist, da0 G/H einfach ist. Also 
hat H kein Komplement in G. Weiter zerfallt H nicht uber M. Gibt es in H 
noch Involutionen, die nicht in M liegen, so liegen sie im Zentrum einer 
2-Sylowgruppe von HIM. Weiter hat eine 2-Sylowgruppe von H den 2-Rang 
zwei. Somit ist L,(q) mit p = 3, 5 (8) d er einzige nicht auf&bare Hauptfaktor 
von H. Liegen alle Involutionen von H in M, so ist A, oder L,(q) mit unge- 
radem q der einzige nicht au&bare Hauptfaktor von H. Sei K ein Komple- 
ment von H/M in G/M. Setze Kl = K(mod M). Liegen alle Involutionen 
von Kl in M, so ist Kl zu A?, oder einer Faktorgruppe von SL,(q) mit unge- 
radem q isomorph. Involviert H oder Kl die Gruppen a, oder L,(q) mit 
q E 3, 5 (8), so gibt es einen Durchschnitt der zu Qs Y Qs isomorph ist. 
Also ist G keine 2I-Gruppe. In den iibrigen Fallen ist G in der Liste des 
Satzes. Also gibt es in Kl Involutionen, die nicht in M liegen. Dann hat 
Kl den 2-Rang zwei. Weiter ist Kl eine 2I-Gruppe und damit in der Liste 
des Satzes. Anwendung von [6; Main Theorem, Corollary B] liefert, da13 
Kl zu Sp(4, q), mit ungeradem q, isomorph ist. Dann gibt es aber in G einen 
Durchschnitt, der eine Untergruppe enthalt, die zu Qs Y Qs Y Da isomorph 
ist. Insbesondere ist G keine 2I-Gruppe. Damit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 6. Ist G eine einfache 2I-Gruppe, so ist G in der Liste von Teil (b) 
des Satzes. 
Beweis. 1st S eine 2-Sylowgruppe von G und ist s2,(Z(S)) stark abge- 
schlossen in S beztiglich G, so folgt mit [5], da0 G zu G,l(q), q = 3an+1, 
isomorph ist. Dann gibt es eine Involution i aus Z(S) und eine Involution j, 
die in S - Z(S) liegt und zu i in G konjugiert ist. Dann hat C,(i) den 2-Rang 
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zwei. Insbesondere ist Z(S) zyklisch. Weiter enth& C,(j) genau drei Involu- 
tionen. Wir wlhlen nun j so, dal3 die Ordnung von C,(j) maximal ist. Dann 
ist j zu i und q in No(&(j)) konjugiert. Anwendung eines Ergebnisses von 
G. Higman [9] liefert, daB C,(j) zu 2, x 2, oder zu einer speziellen Gruppe 
von der Ordnung 16 oder 64 isomorph ist. Die Gruppe N,(C,( j)) enthat 
C,(j) mit dem Index zwei. Nach dem Resultat von Goldschmidt mu8 es in 
N,(C,( j)) eine Involution geben, die nicht in C,(j) liegt. 
Sei C,(j) zunachst abelsch. Dann ist S eine Diedergruppe, eine Semi- 
diedergruppe oder ein Kranzprodukt 2, \ 2, . Anwendung von [7] und [1] 
liefert, daB G in der Liste ist. 
Sei jetzt C,(j) eine spezielle Gruppe von der Ordnung 16 oder 64. Dann 
hat S die Ordnung 32 oder 128. Weiter gibt es in S auDerhalb von C,(j) 
noch eine Involution. Nach [15; Lemma (5.38)] ist diese zu i in G konjugiert. 
Sei K eine solche Involution. 1st C,(K) abelsch, so erhalten wir mit [7l oder 
[l] einen Widerspruch. Also ist C,(K) speziell von der Ordnung 16 oder 64. 
Das widerspricht aber der Struktur von S. Somit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 7. Ist G ein minimales Gegenbeispiel xu Teil (b) des Satzes, so ist 
jeder echte Normalteiler von G a@isbar. 
Beweis. Sei H ein maximaler Normalteiler von G ungleich G, der nicht 
au&bar ist. Nach Lemma 3 und Lemma 4 ist H eine U-Gruppe. Also ist H 
in der Liste von Teil (b) des Satzes. Weiter ist G/H einfach. Sei M der 
maximale Normalteiler von H, der auflijsbar ist. 
Sei zunachst M von der Einsgruppe verschieden. Setze K = Co(m). 
Dann ist K nicht au&bar. Sei zunichst K = G. Dann ist M abelsch. 
Betrachte G/M. Diese Gruppe ist ein direktes Produkt von einfachen Grup- 
pen. 1st H/M einfach, so ist G ein zentrales Produkt von zwei 2LGruppen. 
Also ist G nach Lemma 2 kein Gegenbeispiel. Also ist H/M zuL,(qr) x L,(q,), 
mit ql, pa = 3, 5 (S), isomorph. Da die 2-Sylowgruppe von H ein Durch- 
schnitt zweier 2-Sylowgruppen von G ist, zerfallt H iiber M nicht. Dann 
enthtilt ein Durchschnitt zweier 2-Sylowgruppen von G eine Untergruppe, 
die zu Qs Y Qs isomorph ist. Diese enthalt aber eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 8. Dies ist ein Widerspruch. Somit haben wir 
gezeigt, dal3 K ungleich G ist. Sei zunachst K nicht in H enthalten. Dam-r ist 
K keine 2I-Gruppe. Also ist K eine II-Gruppe. Weiter ist G/K nicht au&- 
bar. Also enthalt M eine Untergruppe, die zu Qs Y Qs isomorph ist. Da K 
nicht in H enthalten ist, enthalt H eine Untergruppe, die eine Erweiterung 
von M mit A, ist. Eine 2-Sylowgruppe von K hat 2-Rang zwei oder eins. 
Mit [3] folgt, da8 K/Z(M) einfach ist. Nach [6; Main Theorem, Corollary B] 
hat K den 2-Rang eins. Vergieich mit [3] liefert, daB K/Z(M) zu A, isomorph 
ist. Dann ist G/M zu A, x A, isomorph. Dann gibt es aber einen Durch- 
schnitt, der eine Untergruppe, die zu Qs Y Qs isomorph ist, enthalt. 
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Wir haben somit gezeigt, daD K in H enthalten ist. Also ist H/K au&bar. 
Weiter ist G/H zu A, isomorph. Weiter ist K wieder eine l&Gruppe. Eine 
2-Sylowgruppe von K hat den 2-Rang eins, da K nicht zu Sp(4, q) isomorph 
ist. Nun erhalten wir wie oben einen Widerspruch. 
Habe nun H keinen auflosbaren Normalteiler. Dann operiert G/H trivial 
auf H. Weiter hat eine 2-Sylowgruppe von H den 2-Rang zwei. Also ist H 
einfach. Dann ist G zu H x A, isomorph. Damit gibt es Durchschnitte, 
die elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 16 enthalten. Dies 
ist ein Widerspruch. 
LEMMA 8. Ist G eine nicht auflkbare 2I-Gruppe, so steht G in der Liste 
van Teil (b) des Satzes. 
Beweis. Sei G ein minimales Gegenbeispiel. Nach Lemma 5 ist G nicht 
einfach. Nach Lemma 6 ist jeder Normalteiler von G auf&bar. Nach Lemma 
3 und Lemma 4 ist ein maximaler Normalteiler von G eine 2I-Gruppe. Sei 
H dieser maximale Normalteiler. Setze K = C,(H). Sei K zunachst gleich G. 
Dann ist H abelsch. Also ist H eine TI-Gruppe. Somit ist Kin H enthalten. 
Weiter ist G/H eine einfache Automorphismengruppe von Q,(O,(H)). 
Anwendung von [lo] liefert, daB G/H zu A, isomorph ist. Dann ist G eine 
Gruppe, die in der Liste vorkommt. Also ist G kein Gegenbeispiel und damit 
ist das Lemma und der Satz bewiesen. 
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